
ä"ñùú åéúñ – úåöåá÷ä úøåú ñøå÷

(8.11.2004 ,1.1 äñøâ) úåöåá÷ úàååùä :'â ÷øô

.åæì åæ äîöåò úååù íééùîî íéøôñî ìù úåàáä úåöåá÷ä .èôùîèôùîèôùî .47
.< íééùîîä íéøôñîä úöåá÷ .à

.(a, b) = {x ∈ < | a < x < b} íéçåúôä íéòè÷ä ìë .á
.(−∞, a) = {x ∈ < | x < a} -å (a,∞) = {x ∈ < | a < x} úåçåúôä íééðø÷ä ìë .â

.[a, b] = {x ∈ < | a ≤ x ≤ b} íéøåâñä íéòè÷ä ìë .ã
.(−∞, a] = {x ∈ < | x ≤ a} -å [a,∞) = {x ∈ < | a ≤ x} úåøåâñä íééðø÷ä ìë .ä

.(a, b] = {x ∈ < | a < x ≤ b} -å ,[a, b) = {x ∈ < | a ≤ x < b} íéçåúô éöçä íéòè÷ä ìë .å
.äîöåòä úåðåéååùî ÷ìç ÷ø çéëåð .äçëåääçëåääçëåä

.(c, d) ìò (a, b) úà ä÷éúòî (a, b)-ì úìáâåî ,f(x) = c + x−a
b−a (d− c) äéö÷ðåôä

.(0,∞) ïø÷ä ìò (0, 1) úà ä÷éúòî (0, 1) -ì úìáâåî g(x) = 1
x − 1 äéö÷ðåôä

.< ìò (−1, 1) úà ä÷éúòîä äéö÷ðåô g-ì úåîåãä úåéö÷ðåô éúùî äðá
.(−1, 1) ìò [−1, 1] úà ä÷éúòî [−1, 1] äîåçúù ,äàáä h äéö÷ðåôä

h(x) =
{ x

2 |x| ∈ {2−n | n ∈ N} íà
x úøçà

.úéëøò ãç ãç F : A → B úîéé÷ íà A ¹ B .à .äøãâääøãâääøãâä .48
.A 6≈ B -å A ¹ B ííà A ≺ B .á

.A ≈ C -ù êë C ⊆ B äðùé ííà A ¹ B .à .äîìäîìäîì .49
.éáéñ÷ìôø àåä ¹ ñçéäå ,A ¹ A ãéîú ïëìå ,A ¹ B æà A ⊆ B íà .á

.éáéñ÷ìôøéà àåä ≺ ñçéäå ,A 6≺ A ãéîú ïëìå,A 6≺ B æà A ≈ B íà .â
úðúåð ò"çç úåéö÷ðåô úáëøä éë] .A ¹ C æà B ¹ C -å A ¹ B íà – éáéèéæðøè àåä ¹ íçéä .ã

[.ò"çç äéö÷ðåô
.A′ ≺ B′ íâ æà A ≺ B íàå ,A′ ¹ B′ íâ æà A ¹ B íà æà ,B′ ≈ B -å A′ ≈ A åéäé .ä

.úéôåñðéà B íâ æà A ≺ B -å úéôåñðéà A íà .úéôåñ A íâ æà A ≺ B -å úéôåñ B íà .à .äîìäîìäîì .50
.[35]

[32] .m ≤ n ííà Nm ¹ Nn m,n ∈ N ìëì .á
[32] .m < n ííà Nm ≺ Nn m,n ∈ N ìëì .â

.['á30-å 'ã32 åà ,'ã32 úçëåä] .Nn ≺ N n ∈ N ìëì .ã
.N ≺ < éàãååáå N ≺ (0, 1) ïëìå ,(0, 1) òè÷ä ìò N ìù ä÷úòä úîéé÷ àì .èôùîèôùîèôùî .51

éðåøùò øáùì çåúéô 0.an,0an,1 . . . éäé .(0, 1) ìò äðéà F æà F : N → (0, 1) íà éë çéëåð .äçëåääçëåääçëåä
øôñîì .an,n ≥ 8 íà bn = an,n − 1 -å an,n ≤ 7 íà bn = an,n + 1 øéãâð .F (n) ìù éôåñðéà
äâöää éë ,F (n) ìëî äðåù b .9 åðéàå 0 åðéà bn óà éë úçà úéðåøùò äâöä ÷ø ùé b = 0.b0b1 . . .

bn n-ä äøôéñä ïî äðåù F (n) ìù an,n n-ä äøôéñä åìéàå ,0.b0b1 . . . àéä b ìù äãéçéä úéðåøùòä
.(0, 1) ìò ä÷úòä äðéà F -å F çååèá åðéà b ïëì .b ìù

.A ≺ P (A) A äöåá÷ ìëì .øåèð÷ èôùîøåèð÷ èôùîøåèð÷ èôùî .52
.P (A) êåúì A ìù ò"çç ä÷úòä àéä F (x) = {x} äéö÷ðåôä .äçëåääçëåääçëåä

éë äàøð .B = {x ∈ A | x 6∈ F (x)} éäú F : A → P (A) ìëì .P (A) ìò A ìù ä÷úòä ïéà éë äàøð

8



B úøãâä éôìå y ∈ F (y) æà B = F (y) -ù ïååéëî æà y ∈ B íà .B = F (y) éë çéðð .B 6∈ Range(F )
ìëá êë .y ∈ B íéé÷ B úøãâä éôìå y 6∈ F (y) æà B = F (y) -ù ïååéëî æà y 6∈ B íà .y 6∈ B íéé÷

.äøéúñ úàæå ,y 6∈ B íâå y ∈ B íâ íéé÷ äø÷î
.A ≈ B æà B ¹ A -å A ¹ B íà .ïééèùðøá-øåèð÷ èôùîïééèùðøá-øåèð÷ èôùîïééèùðøá-øåèð÷ èôùî .53

n ∈ N ìëìå ,C0 = B \ RangeF äéñøå÷øá øéãâð .ò"çç G : B → A -å F : A → B äðééäú .äçëåääçëåääçëåä
éäé .Dn ⊆ RangeG ⊆ A -å Cn ⊆ B n ∈ N ìëì éë øåøá .Cn+1 = F [Dn] ,Dn = G[Cn]

øéãâð .D =
⋃

n∈N Dn ⊆ RangeG ⊆ A

H(x) =
{

G−1(x) x ∈ D íà
F (x) x ∈ A \D íà

.A ≈ B ïëìå ,B ìò A ìù ò"çç ä÷úòä H éë äàøð
G−1 éë ,H(x) = G−1(x) 6= G−1(y) = H(y) æà x, y ∈ D íà .x 6= y x, y ∈ A åéäé :ò"çç H

,úåéììëä úìáâä àìì ,úøçà .ò"çç F éë ,H(x) = F (x) 6= F (y) = H(y) æà x, y ∈ A \D íà .ò"çç
ïåéååéù éôâà éðù ìò G úìòôä .G−1(x) = F (y) øîåìë ,H(x) = H(y) éë çéðð .y ∈ A \D -å x ∈ D

z ∈ C0 øåáò x = G(z) äéä D0 úøãâä éôì ,æà x ∈ D0 åìéà éë x 6∈ D0 .x = GF (y) úðúåð äæ
åúåéäá ,z-ù êëì äøéúñá äæå ,ò"çç G éë ,z = F (y) äéä G(z) = x = GF (y) -ù ïååéëîå ,åäùìë
íéé÷ Dn úøãâä éôì .åäùìë n > 0 øåáò Dn-á x ïëì D0-á åðéàå D-á x -ù ïååéëî .F çååèá åðéà ,C0-á
,z = y ïëì ò"çç F, G -ù ïååéëîå ,GF (z) = x = GF (y) íéé÷ .åäùìë z ∈ Dn−1 øåáò x = GF (z)

.y ∈ A \D -å z ∈ Dn−1 ⊆ D -ù êëì äøéúñá
.z ∈ RangeH ïëìå H(G(z)) = G−1(G(z)) = z -å G(z) ∈ D0 æà z ∈ C0 íà .z ∈ B éäé :B ìò H

æà x ∈ A \D íà .åäùìë x ∈ A øåáò z = F (x) ïëìå z ∈ RangeF æà z 6∈ C0 íà
Cn+1 úøãâä éôìå åäùìë n øåáò x ∈ Dn æà x ∈ D íà .z ∈ RangeH -å ,H(x) = F (x) = z

.z ∈ RangeH -å H(G(z) = G−1(G(z)) = z ïëìå G(z) ∈ Dn+1 ⊆ D ïëì .z = F (x) ∈ Cn+1

éäú .ìéòì åîë D0-å C0 åéäé .úö÷îá äðåù äçëåäúö÷îá äðåù äçëåäúö÷îá äðåù äçëåä

D =
⋂
{W ⊆ A | D0 ⊆ W ∧GF úçú äøåâñ W}

àéä ïàë äøãâåäù D äöåá÷ä éë úåàøì äù÷ àì .äæë W àéä äîöò A ìùîì ,åìàë íé-W íðùé
ìù êåúéç àéä D éë D ⊇ D0 .êëì ÷÷ãæð àì ìáà ,äðåùàøä äçëåäá äøãâåäù D äöåá÷ä äúåà
íâ ïëìå ,ì"ðë W ìëá x ∈ W æà x ∈ D íà éë GF úçú äøåâñ D ïë åîë .D0 úà úåôé÷îä úåöåá÷
D øåáò ,ìéòì äøãâåäù äéö÷ðåôä H éäú .FG(x) ∈ D ïëìå GF úçú äøåâñ W éë ,FG(x) ∈ W

.úéçëåðä
,H(x) = H(y) éë çéðð .H(x) 6= H(y) æà y ∈ A \D -å x ∈ D íà éë úåàøäì éã ìéòì åîë .ò"çç H

x ∈ D0 åìéà éë x 6∈ D0 .x = GF (y) úðúåð äæ ïéååéù éôâà éðù ìò G úìòôä .G−1(x) = F (y) øîåìë
,z = F (y) äéä G(z) = x = GF (y) -ù ïååéëîå ,åäùìë z ∈ C0 øåáò x = G(z) äéä D0 úøãâä éôì ,æà
,D0 úà äôé÷î D \ {x} äöåá÷ä D åîë .F çååèá åðéà C0-á åúåéäá z-ù êëì äøéúñá äæå ,ò"çç G éë
åðéà x ò"çç GF -ù ïååéëîå y 6∈ D -å GF (y) àåä äðîî àöåäù x éë ,GF úçú äøåâñ àéäå , x 6∈ D0 éë
D-ù êëì äøéúñá ,ìéòìã W úåöåá÷ä úçà àéä D \ {x} -ù åðéàø êë .åäùìë z ∈ D øåáò GF (z)

.ïìåë ìù êåúéçä àéä
.z ∈ RangeH ïëìå H(G(z)) = G−1(G(z)) = z -å G(z) ∈ D0 æà z ∈ C0 íà .z ∈ B éäé :B ìò H

æà x ∈ A \D íà .åäùìë x ∈ A øåáò z = F (x) ïëìå z ∈ RangeF æà z 6∈ C0 íà
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.G(z) ∈ D øîåìë ,GF (x) ∈ D íâ ,åðéàøù éôë ,æà x ∈ D íà .z ∈ RangeH -å ,H(x) = F (x) = z

.z ∈ RangeH -å ,H(G(z)) = G−1(G(z)) = z ïë íà íéé÷
.[53-å 'ã49] .A ≺ C æà A ≺ B ≺ C íà .äð÷ñîäð÷ñîäð÷ñî .54

.B-ì A-î úåéö÷ðåôä ìë úöåá÷ úà AB -á ïîñð .äøãâääøãâääøãâä .55
.P (A) ≈ A{T, F} íéé÷ T, F íéðåù íéîöò éðù ìëìå A äöåá÷ ìëì .èôùîèôùîèôùî .56

A äîåçúù äéö÷ðåôä fB ∈ A{T, F} éäú B ⊆ A ìëì .false ø÷ùø÷ùø÷ù F -ìå true úîàúîàúîà T -ì àø÷ð .äçëåääçëåääçëåä
é"ò äðåúðä

fB(x) =
{

T x ∈ B íà
F x 6∈ B íà

.A{T, F} ìò P (A) ìù ò"çç ä÷úòä àéä H(B) = fB é"ò äðåúðä H äéö÷ðåôä
æà .y ∈ B \ C íéé÷ ,úåéììëä úìáâä àìì ,æà B 6= C -å B, C ⊆ A íà :ò"çç H

.H(B) = fB 6= fC = H(C) ïëìå fB(y) = T 6= F = fC(y)
g(x) = T íà ,x ∈ A øåáò ,æà .B = {x ∈ A | g(x) = T} éäúå g ∈ A{T, F} éäú :A{T, F} ìò H

éë åðçëåä êë .fB(x) = F = g(x) ïëìå x 6∈ B æà g(x) = F íàå ,fB(x) = T = g(x) ïëìå x ∈ B æà
.H çååèá àåä g-å ,g = fB = H(B)

.< ≈ P (N) .èôùîèôùîèôùî .57
,Q ≈ N 43 éôì .íééìðåéöøä úöåá÷ àéä Q-ù ïëéä ,< ¹ P (Q) éë çéëåð :< ¹ P (N) ïååëä .äçëåääçëåääçëåä

é"ò < äîåçúù F øéãâð .< ¹ P (N) ìá÷ð ïëìå P (Q) ≈ P (N) 28.1 éôìå
ãç ãç àéä F éìðåéöø øôñî ùé íéðåù íééùîî éðù ìë ïéáù ïååéëî .F (x) = {r ∈ Q | r < x} ∈ P (Q)

.úéëøò
.0, 9 úåøôñä ïðéàù ãáìáå 9 ãò 0 úåøôñä ïéáî úåðåù úåøôñ éúù k, l äðééäú :P (N) ¹ < ïååëä
.G(f) =

∑∞
n=0 f(n) · 10−n é"ò G : N{k, l} → < äéö÷ðåô øéãâð .N{k, l} ≺ < çéëåäì éã 56 øåàì

,åìàë úåâöä éúù éùîî øôñîì ùé åá äø÷îì èøô äãéçé àéä éôåñðéà éðåøùò øáùë éùîî øôñî úâöä
{k, l} 6= {0, 9} ïàëù ïååéëî .êìéàå íééåñî íå÷îî 9 òéôåî äéðùáå êìéàå íééåñî íå÷îî 0 òéôåî úçàá

.úéëøò ãç ãç àéä G ïëìå G éëøò øåáò úåø÷ì ìåëé àì äæ
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